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カスティリアーノ第1定理

ダイバージェンスの定理 単位仮想荷重法単位仮想変位法

仮想仕事の原理

最小ポテンシャルエネルギの原理

補仮想仕事の原理

最小コンプリメンタリエネルギの原理

カスティリアーノの第2定理

相反定理

線形の
断面力－ひずみ関係

③,④ ⑤,⑥

⑦,⑧

⑨,⑩

①,②

構造力学の"構造"

仕事の原理・エネルギ原理の概観
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相反定理 1
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(a) 外力

(b) 断面力
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(a) 外力

(b) 断面力

(c) たわみ

(d) ひずみ

釣合系1 釣合系2適合系1 適合系2
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線形弾性体であれば， 00

l
b

l
a b aM dx M dxφ φ= ∫∫

1 1 1 1 .... ..a b a b
n n

b a b a
m mP v PP P v vv⋅ + + ⋅ = ⋅ + + ⋅

下式の相反定理が得られる

相反定理 2

系1と系2の幾何学的境界条件は異なっても良い
釣合系の反力が適合系の変位に対して仕事をするとき
は忘れずに考慮することが必要．
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例題1 定理の成立つ確認

系1 系2

相反定理式

   



0 10 2 31 2 3 0 0 MM P P P M
l

θ δ δ δ⋅ + ⋅ + ⋅ + = ⋅ − ⋅− ⋅

系1の自由端のたわみδ3
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例題1(続) 定理の成立つ確認

相反定理式

左辺=
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左辺=右辺となり，
相反定理が成立
していることが
確認できた
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例題2

系1 系2
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Bδ
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l/2 l/2

(a) 外力 (b) たわみ (a) 外力 (b) たわみ

系1の釣合系の外力と系2の適合系のたわみに関して，相反定理式を
書き下すと下式となる．

ABA BP Mδ θ⋅ = ⋅
2 2

  
16 16A B

A B
B B

P l M l
EI

M
I

P
E

δ δ⋅ = ⋅ ∴ =　　

従って，系2の適合系において，たわみδBは
下式となる．

幾何学的境界条件の同じ場合
系2のたわみδBの算定
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例題3

2
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P l
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l
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(a) 外力 (b) たわみ (a) 外力 (b) たわみ

BM
AP

系1 系2
系1の釣合系の外力と系2の適合系のたわみに関して，相反定理式を
書き下すと下式となる．

2

2
A BBA

A
BP P l

EI
M Mδ θ⋅ = ⋅ = ⋅

2

2B
BM l
EI

δ =

従って，系2の適合系において，たわみδBは下式となる．

幾何学的境界条件の同じ場合
系2のたわみδBの算定
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例題4
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(a) 外力 (b) たわみ (a) 外力 (b) たわみ

系1の釣合系の外力と系2の適合系のたわみに関して，相反定理式を
書き下すと下式となる．

( ) 02 2 0B BA A BP M Mδ θ+ − × = × × =
従って，系1の釣合系において，曲げモーメントMAは下式となる．

系1 系2

2

8
( )  

2
2 0  
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EI EI

P M M P l
+ − × = ∴ =　　

幾何学的境界条件の異なる場合
系1の曲げモーメントMAの算定

10



例題5
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系1の釣合系の外力と系2の適合系のたわみに関して，相反定理式を
書き下すと下式となる．

1 2 0A AB B BP R Pδ δ⋅ =+ ⋅ ⋅−

幾何学的境界条件の異なる場合
反力の算定

系1 系2

従って，系1の釣合系において，
反力RAは下式となる．
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例題6
系1と系2の相反定理式

3 6
1 a ab ba

l l
EI EI

M Mθ⋅ = ⋅ ⋅−

マックスウェルの定理

系1

系2
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(a) 外力 (b) たわみ
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(a) 外力 (b) たわみ
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系1と系3の相反定理式

（ 重ね合せの原理 → )
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例題6(続)
系1と系2 3 6

1 a ab ba
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EI EI
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マックスウェルの定理
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マトリックス形式で記述

6
0

31ab a

ba b

l
EI
l
EI

M
M

θ
θ

 
      

≡ → =       
     

 
−  3

1
60ab a

ba b

l
EI

l
EI

M
M

θ
θ

 
      

≡ → =       
     

 

−

 

←→

4 2

2 4
ab a

ba b

EI EI
l l
EI EI

l

M

l
M

θ
θ

 
    

=     
     

 
たわみ性マトリックス 剛性マトリックス



まとめ
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1) 例題1：相反定理が成立つことの確認

2) 例題2：単純ばり → たわみを算定

3) 例題3：片持ちばり → たわみを算定

4) 例題4，5：系1と系2で

幾何学的境界条件が異なる場合の相反定理

→ 反力の算定

5）マックスウェルの定理
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次の解説について

⑨ 仮想仕事の原理を解説します．



質問・要望・意見

よりわかりやすく，役に立つ内容にし
たいと考えています．

質問，要望，意見などを，どうぞ宜し
くお願い致します．

質問等の送付先は，ホームページに示
しています．
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